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EXERCICE 1 (12 points)

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle (E): y'-y=e*-2x
ou la fonction inconnue y , de la variable réelle x, est définie et dérivable sur R et y ' désigne
sa fonction dérivée.

1° Déterminer les solutions définies sur IR de I'équation différentielle (£ ) :
y'-y=0.
2° Soit g la fonction définie sur R par g(x)=xe*+2x+2.
Démontrer que la fonction g est une solution particuliére de ’équation différentielle (E).

3° En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (£ ).
4° Déterminer la solution fde I'équation différentielle (E ) qui vérifie la condition initiale
f(0)=3.

B. Etude d'une fonction

Soit fla fonction définie sur IR par f(x)=(x+ 1) e” + 2x + 2. Sa courbe représentative & est
donnée dans un repére orthogonal ci-dessous.
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1° Calculer lim f(x).

2° Pour cette question, une seule réponse A, B, C est exacte. Indiquer sur la copie la lettre
correspondant a la réponse choisie. On ne demande aucune justification.

La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne
rapporte ni n’enléve de point.

La courbe #’admet une asymptote en — oo dont une équation est :

Réponse 4
y=x+1

Réponse B
y=2x+2

Réponse C
y=2

3° a) Démontrer que le développement limité, a I’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction

fest:

Pour les question 3°b et 3°c, une seule réponse A, B, C est exacte. Indiquer sur la copie la
lettre correspondant a la réponse choisie. On ne demande aucune justification.

La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne
rapporte ni n’enléve de point.

J(x)=3+4x+ -;—x2+x2 £(x) avec linbg(x) =,
x>

b) Une équation de la tangente T & la courbe ¥ au point d’abscisse 0 est :

Réponse 4 Réponse B Réponse C
3
y=3 y=3+4x y=5x2

¢) Au voisinage du point d’abscisse 0, la courbe & est :

Réponse 4 Réponse B Réponse C
au-dessus de la tangente T | au-dessous de la tangente T au-dessous de la tangente 7

our tout x our tout x quand x < 0 et au-dessus
P ) P ) quand x > 0.
. Calcul intégral

1° On note /= j‘l (2x +2) dx.
Montrer que /=4.

2°Onnote J= _[_Il (x+1)e'dx

Démontrer a ’aide d’une intégration par parties que J=e+e™ ",

3°a)Onnote K= ‘[_]1 f(x)dx, ou fest la fonction définie dans la partie B.
Déduire de ce qui précéde la valeur exacte de K.
b) Donner la valeur de K, arrondie 3 10~ 2

c¢) On admet que pour tout x de ’intervalle [ 1, 1], f(x) > 0.
Donner une interprétation graphique de K.
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EXERCICE 2 ( 8 points )

Les parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

On considére un systéme, électrique ou mécanique. On note e(f) le signal d’entrée et s(¢) le
signal de sortie.

& e() \ s(0)
Systéme

v

Onnote E(p) =% (e(r)) et S(p) =< (s(r)) ou ¥ est la transformation de Laplace.
La fonction de transfert H du systéme est définie par la relation : S(p) = H(p) x E(p).
On suppose que pour ce systeme la fonction de transfert est égale a :

- __2p
(p+D*+1

A. Réponse du systéme a un échelon

On suppose dans cette partie que e(f) = U (1) ou U est la fonction échelon unité définie sur

IR par: UD=0sit<0; UB=1si1>0.
1° a) Déterminer E(p).
b) En déduire que S(p) = ———2—2——
(p+1)y +1

2° a) Déterminer, a I’aide du formulaire, ¥~ ! [—}-i] .
p o+
b) En déduire s(f) = %' [S(p)).

B. Recherche d’une pulsation particuliére

On appelle « lieu de transfert » ’ensemble des points M du plan complexe d’affixe H(jw)

lorsque @ décrit ]0, + oof, ou j est le nombre complexe de module 1 et d’argument %

On admet que H(jo)= ——+———.
que H(jw) i@ - 1) y
2 ® 4
On propose deux méthodes pour déterminer la
pulsation @ pour laquelle le module |H(jw)| est r
maximal.

Les deux méthodes peuvent étre traitées de fagcon

indépendante.
0

1° Méthode graphique
On admet que le lieu de transfert T est le cercle

de centre / d’affixe 0,5 et de rayon 0,5, privé du M (H(jw))
point O et représenté sur la figure ci-contre.
a) Donner la position du point M sur I" pour
laquelle la distance OM est maximale.
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b) En déduire la valeur de H(jw) pour laquelle le module | H(jw) | est maximal.
c¢) Déterminer la valeur @ de wtelle que H(jw) =1.

2° Méthode analytique

a) On considére la fonction r, définie sur ]0, + oo, par Hw) =

1

@_1y
\{1 * 2 o )
Montrer que, pour tout @ dans I’intervalle ]0, + oo[, le module l H(jw) | vaut r(w).

b) Un logiciel de calcul formel donne le résultat suivant pour la dérivée r'de la fonction
, ~2(e+2)(@-2) (@ +2)
r: r(w)= 2 373 .
(o +4)
Ce résultat est admis et ne doit pas étre démontré.

Par ailleurs, on admet que la fonction r posséde un maximum unique @y sur ]0, + oof.
Déterminer la valeur de @ en utilisant I’expression r'(@).

@y est la pulsation de résonance du systéme.

Formulaire

¢
7

S (IU)

g) -1
On rappelle les formules suivantes sur la transformation de Laplace.

LAf+ugl=AL(f1+udlg);

< =1
LU 1) rk
< ~at =_1
Fle UM =1
& [sin(e) U ()] = ——— .
p +w

Plus généralement, si on note £ [ f(¢) U (r)] = F (p) alors,
L-DUC-D]=F(p)e *";
LIfOeUO)=F(p+a);
LS OUDI=pF(p)-£(0).
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles
/1) 0] 1) 0
Int 1 ch¢ sht
t
¢ e sht cht
(¢eR) ar*! Arcsint =
sint cos ¢ 1-1
. 1
cos ! —sm{ Arc tant 3
1+¢
_ 2
ant cos?t L+ant ¥ (ael,C) ae¥
Opérations
@+v) =o' +v vou) =( ou’
(k u)' =ku'
’ (e") = e" u'
() =u'v+uv
1 ' o (In u)' =2 | u 4 valeurs strictement positives
u)  u* “
H— () =auntu
v B v2
¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de f sur [a, b] - Intégration par parties :
1 b b ’ b ’
L[ e {0 v @t =Rl - 20 o)
—a “a a a
d) Développements limités
n 3 5 2p+1
e =1+L+ i 4 +t—-+t e(?) sint=— -1 L—+---+(—l)” t——+t2P+ls(r)
12! 1r 3t st (p+1)!
1 _ 2 t2 t4 th
m—l"‘“ +et (1) ‘”"E(t) cost-1—E+4—!+---+(—1)P(——5—+t2ps(t)
2 3
ln(1+t)—t—?+?+ +(-1 -1 +t "e(t) +0)%=1+2 +a(az|_l):2+--- ala-1)- fa "+l)1"+t "g(r)
H nl

e) Equations différentielies

Equations

Solutions sur un intervalle I

at)x +b(t) x=0

@)= ke %) o G est une primitive de ¢ - 2%

alt

ax"+bx' +cx =0
équation caractéristique :
ar +br+c=0

de discriminant A

Sid>0, f(t)= 26" + ye
Sid=0, f(t)= (i + p)e”
Sid<0, f(t)= [,1 cos(B1)+ psin(ﬂt)]e“’ ourn=a+if et r, =a—if sont les racines

........ ol # et r, sont les racines de 1’équation caractéristique

ou r est la racine double de I’équation caractéristique

complexes conjuguées de I’équation caractéristique.
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab)=tna +Inb, cia>0eth>0
exp(a + b) = expaxexpb

d=eM9 oua>0

1% =e®M out>0

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb
sin(a + b)=sinacosb + cosasinb
cos(2t) = 2cos?t-1=1-2sin’¢
sin(2t) = 2sin cost

sin p +sing =2sinp—+qcosp—_q
2 2
P-9 P+
2 2
P*q P9
2 2
Prq P~ 9
2 2

sin p —sing = 2sin——~—
coS p +c0sg = 208 ———

cos p—cosg =-2sin———

2, CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini

lm Inz=

=>4+

].im et-':-'—m ;

=>4

lim e =0 ;

{——m

Sia>0, lim % =+ ; six<0, lm % =
t—>4w® =>4+

Croissances comparées d l'infini
et
Sia>0, lim —=+00

t—+wo (%
. Int
Siag>0, lim —=0
t—>+w &
Formulaire de mathématiques

cosacosh= % [cos(a + b) + cos(a - b)]
sinasinb =— [cos(a ~b)- cos(a + b)]

sinacosb = %[sin(a +b)+sin(a —b)]
e =cost+isint

cost = %(ei’ + e'i’), cht= -;—(e' +e")
sin ¢ =%(ei' - e“"), sht = %(e‘ —e")

e = e®(cos(B¢)+isin(B1)), oa=a+if

Comportement a l'origine

limInt =~

t—0

Sia>0, imt* =0 ; si <0, lim¢* = 40
t—0 t—0

Sia>0 limt®*Int=0
t->0
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