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BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR
SESSION 2014
Epreuve de mathématiques

GROUPEMENT B CODE : MATGRB2

Durée : 2 heures

SPECIALITE COEFFICIENT
Conception et industrialisation en 15
microtechniques ’

Dés que le sujet vous est remis, assurez-vous qu’il est complet.
Le sujet comporte 5 pages numérotées de 1/5 a 5/5.
Un formulaire de 3 pages est joint au sujet.
Une feuille de papier millimétré est fournie au candidat

Les calculatrices de poche sont autorisées conformément a la circulaire n° 99-186 du 16 novembre 1999.
La clarté du raisonnement et la qualité de la rédaction interviendront pour une part importante dans I'appréciation
des copies.
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EXERCICE 1 (10 points)

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d'une équation différentielle

X

On considére I'équation différentielle (E): y"+2y'+y=2e7™",
ou y est une fonction inconnue de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y.'
la fonction dérivée de y et y " sa fonction dérivée seconde.

1° a) Résoudre dans R I'équation r2+ 2 r+1=0.
b) En déduire les solutions définies sur R de I'équation différentielle (Eo) :
y"+2y'+y=0.

2° Cette question est un questionnaire a choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande-aucune justification.
La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne
rapporte ni n’enléve de point.

Une solution de I'équation différentielle (E) est donnée par (a, fonction définie sur R par
I'expression ci-dessous.

| g(x)=2e~* | h(x)=x’e™* | k(x)=2xe * |

Les dérivées premiére et seconde de ces fonctions sont données ci-dessous (ces calculs
sont exacts).

X

g'x)=-2e" h'(x) = (2x= x?)e~* k'(x)=(2-2x)e™*
g"(x)=2e™" h"(x) = (x*—4x +2) e~ k"(x)=(-4+2x)e™ "

3° En déduire les solutions de I'équation-différentielle (E).

4° Déterminer la solution f de I'équation<différentielle (E) qui vérifie les conditions initiales
f(0O)=—1etf'(0)=1.

B. Etude d'une fonction
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x?—1) e~

- -
On désigne par C la courbe représentative de fdans unrepere (O; i, j).

1° a) Un logiciel de calcul formel fournit ci-dessous une expression de la dérivée de f. Ce

X

logiciel note %e ~* la quantité e ™.

(%5ily fix):=(x"2-1)*%e™(-x);

X

(301) f(x) :=(x2 —1)%e_

(512) factor(diff(f(x),:));

X

(302) —(xz -2 x—l)%e_

Justifier par un calcul 'expression de f'(x) affichée a la ligne notée (%02).
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b) On rappelle qu'une équation de la tangente a la courbe C au point d’abscisse a est
donnéepar: y=f'(a)(x—a)+f(a).
Déterminer une équation de la tangente T a la courbe C au point d’abscisse 0.

2° a) A l'aide du développement limité, a I'ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction t — e,
déterminer le développement limité, a I'ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction :

- X

X e

b) En déduire que le développement limité, a I'ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction f

2
est: f(x)=—1+x+ X +x%(x) avec lim g(x)=0.
2 x—0

c) Cette question est un questionnaire a choix multiples. Une seule réponse est-éxacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune

justification.

La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne

rapporte ni n’enléve de point.

On veut justifier qu'au voisinage du point d’abscisse 0, la courbe C.est au-dessus de la
droite T. Recopier sur la copie la justification qui vous parait exacte.

— 1 + x est positif au
voisinage de 0.

2
X7 est positif au voisinage

de 0.

x%g(x) est positif au
voisinage de 0.

C. Calcul intégral
1° On note /= J'13

f (x) dx ou f est la fonction. définiedans la partie B.

a) Un logiciel de calcul formel fournit; '@/la ligne notée (%03), une primitive sur R de la

fonction f. Ce logiciel note %e ~* I'expression e

-X

(%13)

X

(2031 —(x+1) s

factor {integrate (D0x),x) )

Justifier ce résultat.

b) Montrer que la valeur exacte de /est: I=4e”"'—16e7°.

2° Cette question est un questionnaire a choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier surla copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.
La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne

rapporte.ni n’enléve de point.

On'admet que f (x) est positif pour x dans l'intervalle [1, 3].

| est une mesure, en unités
d’aire, de I'aire de la partie
du plan comprise entre I'axe
des abscisses, la courbe C
et les droites d’équation
x=1etx=3.

| est une mesure, en cm?,
de l'aire de la partie du plan
comprise entre 'axe des
abscisses, la courbe C et les
droites d’équation
x=1etx=3.

| est une mesure, en unités
d’aire, de I'aire de la partie
du plan comprise entre I'axe
des abscisses, la courbe C
et les droites d’équation
y=1ety=3.
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EXERCICE 2 (10 points)
Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de fagon indépendante.

On considére un systeme, électrique ou mécanique. On désigne par e(f) le signal d’entrée et
par s(t) le signal de sortie.

e(t) X s(t)
—> Systéme —>

On note E(p) = & (e(t)) et S(p) = < (s(f)), ol & est la transformée de Laplace.
On désigne par 4 la fonction échelon unité définie par U (t) = 0sit< 0 et (t) =1 sit>0.

L’équation différentielle régissant ce systéme s’écrit :

2 s'(t) + s(t) = e(t),
ou la fonction inconnue s vérifie s(t) = 0 pour tout nombre réel t négatif ou nul (en particulier
s(0") = 0).

A. Etude du signal d’entrée

On suppose que le signal d’entrée e est donné par :

_[ 1si0<t<1
em‘{omt<00ut2r

1°a) Sur une feuille de papier millimétré, tracer,” dans un repére orthogonal, la
représentation graphique de e sur l'intervalle [- 1,/4]. On prendra comme unité 2 cm pour
I'axe des abscisses et 5 cm pour I'axe des ordonnées.
b) Justifier, par exemple a I'aide d’un tableau, que, pour tout nombre réel t :
e(t) = Ut) - AUt -1).

2° a) Déterminer & (U(t)) et & (U (t - 1))-
b) En déduire E(p).

B. Recherche de la transformée de Laplace du signal de sortie

1° Exprimer a l'aide de S(p) :

a) & (s'(1)).
b) & (2 s'(t) + s(t)).
2° En appliguant la transformation de Laplace aux deux membres de I'équation différentielle,
mantrer que S(p) = —=1——(1—e"").
que S(p) = S5y ¢ )

3° Vérifier que, pour tout nombre réel p, on a : 1 =1

pp+1) P py

4° En déduire que S(p) peut s’écrire : S(p) =

1
p P 1 1
Pty Pty
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C. Obtention du signal de sortie
1_e?__1 , e’
p P 1 1
Pra P*3

On recherche l'original de S(p) =

1° Un logiciel de calcul formel fournit I'affichage suivant.

>>> inverse_laplace_transform(1/p-exp(-p)/p—1/(p+1/2)+exp(-p)/(p+1/2),p,t)
t 1t

O(t) -0t —1)—e 26(t)+e2e 26(t-1)

Le logiciel note @ la fonction échelon unité désignée par % dans cet exercice.
En utilisant cet affichage et le formulaire, donner les originaux de :
p

—p _
% ; ep ; 1 1 et _€ T

pt+s5 P+
Donner une expression de s a I'aide de 4.

2° a) Préciser s(f) sur l'intervalle ] — «, 0].

1

b) Soit t un nombre réel dans l'intervalle [0, 1[. Montrer que s(f)=1- e 2
11

c) Soit t un nombre réel dans lintervalle [1, + «[. Montrerque s(t) = e 2 (e? —1).

-

3° Recopier et compléter le tableau de valeurs suivant, ou s(f) est arrondi au centiéme.

t -1 1-05| O 0,5 | 0,75 1 1,5 2 2,5 3 3,5

s | 0

4° Sur le graphique de la partie A, représenter la fonction s sur l'intervalle [- 1, 4].

Formulaire
4
=
SO U@ F(p)
g -1

On rappelle les formules suivantes sur la transformation de Laplace.
SAf+rugl=AL [ f1+udle].

LU (t)]:% .

Fle U@ = —1— .
P + a
Plus généralement, si on note < [ f(¢) U (¢)] = F ( p) alors,
Lfe-DUE-D]=F(p)e "
SO e“UD]=F(p+a);

LS OUDI=pF(p)—f(0).
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1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab) =Ina+Inb, oua>0etb>0
exp(a+b)=expaxexpb

at=e'm oua>0

t% =e®N out>0

cos(a +b) =cosacosb —sinasinb
sin (a + b) = sinacosb + cosasinb
cos (2¢t) = 2cos?t—1=1-2sin’¢

sin (2¢) = 2sint cost

. . . p+ -
sin p +sing = 2sm%cosu
. . . p- +
sin p —sing = 2sin =L oos 24
2 2
+ pa—
Cos p +cosq = ZCOS%COS%

. + . -
COS p—COSq = —231n%sm%

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini

lim Int =+ |
t—>+

lim ¢ =+ ;

t—+0

lim ¢’ =0 ;

t—>—0©

Sia>0, lim t*=+o ; sia<0, lim =0

t—>+00 t—+00

Croissances comparées a l'infini
el
Sia>0," lim — =+
>+ &

Sia>0, Lim 2L -0
t—>+o (¥

Formulaire de mathématiques

cosacosh :%[cos(a+b)+cos(a—b)]

sin asin b =%[cos(a—b)—cos(a+b)]

. 1. .
sin a cos b :E[sm(a+b)+sm(a—b)]
el =cost+isint

cost = %(ei’ + efit)

sint = %(eit - e_it)

e =e? (cos(ft) +isin(Bt)),oua=a+ip

Comportement a l'origine

Sia>0, limt* =0 ;

limlnt = -
t—0

sia<0, limt% =+
t—0 t—0

Sia>0, limt*Int=0.

t—0
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

S () 10 S0 S0
1 1
In¢ - Arcsint
! 1-¢2
el e 1
Arc tan ¢
(e R) ar®! 1+¢
sin ¢ cos t e” (a e €) ae’!
cos t —sint
tan ¢ =1+tan’¢
cos”t
Opérations
(“+V)_”+V (Vou)’:(v ou)u
(ku) = :
' (e”) =e"u
W) =u'v+uv
(l) (In u)' = u—, u a valeurs strictement positives
» u
(Zj u'v—uv' (u“)’ Zoanety
v
¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur [a, b] : Intégration par parties :
b b b
L‘[ 1(e) de I ult) v(¢) dtz[u(t)v(t)]Z—J. u'() v(t) de
—aJa a a
d) Développements limités
2 n 3 5 2p+l1
of =1+ L4y +—+t"¢(¢) sing=L-L L +(-1 d +12P e (1)
1 2! n 1t 31 5! (2p+1)
L—1—t+t2+---+(—1)”t” +1"¢ (¢) i o 27 ap
1+1 cost—l—;+z+ +(—1) (2 )|+t s()
I 41 p)
Er n-1t" g ala-1) ala-1)--(a-n+1)
1n(1+t):t—7+?+---+(—1) 7+f e (t) (1+0)* =1+=1+ 0 2t p " +1"e(r)

Equations différentielles

e)

Equations

Solutions sur un intervalle I

alt) x +b(t) x=0

f(t) = ke_G(t) ou G est une primitive de ¢ —

ble)

alt)

ax"+bx' +cx =0

équation caractéristique :
2 -

ar“+br+c=0

de discriminant A

SiA>0, f(t)= A" + pe' ...
SiA=0, f(t)= (1 +u)e"
SiA<0, f(t)=[Acos(B1)+ usin(B1)]e*

ou 7 et r, sont les racines de 1’équation caractéristique
ou r est la racine double de 1’équation caractéristique

"ou n=a+if et r, = a—1if sont les racines
complexes conjuguées de 1’équation caractéristique.
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